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Philosophische Grundpogsitionen zur Mathematik

¥.Dorfler, Klagenfurt

Einleitung
Bei der Begrindung und Legitimation von mathematischer Forschung

und aathematischem Unterricht sowie der zugehdrigen Didaktik spielen
axplizit und implizit philosophische Anschauungen vom "4YWesen der
hathematik® eine Rolle., Je nachdem, ob man platonistischen

cdzr mehr empiristischen Vorstellungen anhidngt, wird die Grund-

Yonzeption verschieden sein. In ein platonistisches Verstindnis

padt sicher besser eine fertige Mathematik mit ihren Aussagen

Uber die idealen, absoluten und unveréinderlichen Ideen als Objekte
der Mathematik, Der Platonist wird aus denselben Griinden von der
ewigen und absoluten Wahrheit der "Mathematik® Uberzeugt sein, weil
ihre Sdtze ja wahre Aussagen Uber die Ideen sind und daher ihre
Yahrheit unabhingig wvon unserem Denken und von diesem nur entdeck-
bar iszt. Fir den Empiristen ist dagezen das CGewordensein der
sathematischen Begriffe, ilhre Verinderbarkeit, ihre Relativitidt

zur Brfahrungswelt und zu einem bestimmien sprachlichen Rahmen

und auch die damit gegebene nur relative CGiiltigkeit (also nicht
Wahrheit!) der mathematischen Aussagen von zentralem Internsse.

Es mag durchaus sein, da8 die Stoffauswahl fir beide dieselbe

cein wird, aber die mit den Inhaltén verfolgten Ziele kdnnen dia-
asetral sein, Im einen Pall Mathematik als metaphysisch legitimierter
Selbstzweck, im anderesn Pzll Mathematik primidr als Mittel zur Be-
schreibung allgemeinster Cesotzndfigkeiten in unserer EBrfahrungs-
welt. Versteht man mathematische Begriffe alg auf der Zrfahrung
fuBend und aus ihr hervorgegangen, 30 wird man diesen Yesenszug

der Mathematilt nachzeichnen wollen, indem man den Unterricht so
welt wie méglich anwendungsorientiert, problemorienticsrt und

~mathematisierend zu gestalten versucht. denn dies namlich nicht
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dem Wesen der Mathematik entspricht, so hdtte es auch als didak-
tische MaBnahme keinen 3inn und keine Berechtigung und daher wchl

auch keine positive Auswirkung.

Tislleicht 3scheitert der Mathematikunterricht trotz besten Willens
allar Beteiligter gerade deswegen so oft, weil er nur eine ver-
zerrte Sicht der Mathematik bietel und am "eigentlichen Wesen"

der Mathematik als humankulturelles Phénomen vorbeigeht. Nun

138% sich dieses "eigentliche Wesen" nicht so einfach aufkléren

und weithin steht Standpunkt gegen Standpunkt. Aber es scheint
niltzlich zu zein, die verschiedenen Jtandpunkte in ihren Grundzigen
zu ¥Xennen, um den Unterricht und seine didaktischen Xonzeptionen

in der einen oder anderen Richtung einordnen und bewerlen zu
wnonen. Aus einer solchen Xenntnis heraus ist auck die Erarbeitung
eines eigenen Standpunktes erst mdglich, von dem aus dann Bewertungen

vorgenommen werden kinnen. Bs geht sozusagen um eine nathematische

<

deltanschanungy, die zur

rientierung der eigenen THiigkeit dienen

xann. Ich glaube, o3 izt fir ein gesundes Selbstversténdnis des
(&4 [ ]
Mathematiklehrers erforderlich, zu wissen,welche Erklédrungen bzw.

srklidrungsversuche es gibt zur Mathematik als Gesamtphinouen,

g
,,.A

iber ihr Zntatehen, ihre Eniwicklung, liber die Bedeutung ihrer

Bogriffe und Aussagen, iber Wahrheit und Richtigkeil mathematischer

C

Aussagen, iber ihre Anwendbarkelt auf auBermathematische Sachver-
nalte n.i. Bin Lehrer sollie hier keinen mystischen Vorgtellungen
anh#ngen, die man bestenfalls glauben kanu, die aber nichts er-
kxldren. Durch die Xenntnis der wichtigsten philosophischen Br-
¥1lirungsversuche wird Xeines Brachtens Xeineswegs die oft ohnedies

nur irrationale Hochachtung von der Mathematik zerstért, sondern auf

eine plaugidle und rationale Grundlage gestellt. Auch bieten der-

artige philosophische und erkenntnistheoretische Untersuchungen

die Moglichkeit, die Grenzen des mittels der Mathematik *Machbaren®




au sehen, aber auch ihre Leistungsfihigkeit und potentielle Wirk-
samkeit abzuschidtzen. So kdnnte die Auflisung des Glaubens an den

Absolutheitscharakter (etwa hineichtlich Bxaktheit Prﬁsiaion.

Formalisierung und auch Gilltigkeit) Wege zur Verinderung und
Entwicklung frel machen, die beim Abmolutaetsen sines bestimaten
Niveaus uniﬁglich sind (ein Beispiel daflir atellt die Entwicklung

der griechischen Mathematik dar, die durch philosophiasche Ain-

aichten an der Brarbeitung eines arithmetischen Xonzeptes fir Irratio-
nalzahlen‘zehindert wurde). Dies gilt such fur den Unterricht und

die von ihm betroffenen Schiller, die oft durch Fixierung auf eine
bestimmte Form der Mathematik unfihig gemacht wverden, andersvo

Mathematisches 2u erkennen.

Mit dem Hinweis auf den Schliler ist nun auch achon impliziert,
da8 dle verschiedenen philosophischen Grundpoéitionen auch im
Unterricht zur Diskuasion geatellt werden sollten. Das kann an
verschiedenen Stellen im Mathematikunterricht geschehen {(zusamsen
mit historischen Anmerkungen) cder in Kooperatiocn ait dem philo-
aophischen Binflhrungsunterricht, flir den die Beschiftigung =it
2inem xonkreten philosophischen Problem (das noch dasu bdei wvislen
Philosophen auftaucht) auch von Vorteil sein sollte. Auch der
Sprachunterricht, sofern er sich alt Begriffen befalt, st zur
Zusammenarbeit geeignet. Der Mathematikunterrichi soll also auch

zur Reflexzion de

fithren und dieses dadurch in sinsa
allgemeinen 3inn Sesser versiahbar machen., 23 z3o0ll den Zchillern |
2tvyn nicht als ein unbegreifliches Yunder vorkommen, dad zalhe-
métische Methoden 30 vielfdltig anwendbar sind; dafir aii8ten 2r-
kldrungamuster angeboten werden, Viellelcht sgstrauen sich dann
auch'mehr Schller, im eigenen Leben azalbst Matﬁaiatik anzuwenden,

denn auf Wunder darf man doch nur hoffen.
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Ankniipfungspunkte filr philosophische Diskussionen bietern sich
meines Erachtens besonders an folgenden Stellen: Irrstionalzshlen,
komplexe Zzhlen, Analytische Geometrie, Differentizlquotient,
wWahrscheinlichkeit. Hier kann man Uberall die Frege stellen: Was
tun wir hier eigentlick und welch tieferen Sinn haben die verwen-
deten sprachlichen Symbole? ¥Woher nchmen wir diese Ideen und Be-

griffe und wieso erweisen sie sich alg s¢ nlitzlich? Es scheint

besser zu sein, solche Fragen bei ganz neuartigen Stoffen sufzu-
werfen, weil der Schiller dann die Notwendigkeit einer solchen
Betrachtung einsieht. Eine Problematisierung der so wohlvertrauten
natirlichen Zahlen etwa kann erst dann erfolgen, wenn anderswo

schon ein ProblembewuBisein geweckt wurde.

Die folgenden Ausfihrungen kbnnen nur einen verkirzten Einblick
in die philosophischen Problemstellungen geben undé mbgen zusammen
mit der angegebenen Literatur als Anregung fiir wietere Beschiftigung

und einen Einbau in den Unterricht dienen.

1. Gegenstand der Mathematik und seine Genese

Es ist wohl allgemein anerkannt, daf die Gegensténde der Mathemztik
nicht unmittelbar in unserer sinnlichen Erfabrung verliegen. Die
ffen, aie durch Definitionen

Mathematik beechidftigl sich mit Begri

cder ErklZrunsen in ihrer Bedeutung so prézise wie mOglich fest-
gelegt wverden. Begriffe gitt es natirlich nicht nur in der Msthe-
mzatik, sondern in sllen sprachlich erfaBbaren Bereichen. Die Begriffe

der Mathematik sind n.a. jedoch dadurch ausgezeichnet, daf ihr

Inhalt, ihre Bedeutung {(ihre Extension und Intension) genau bekannt

und festgelegti sind. Dies iet erforderlich, weil logische Beziehunger

("sdtze”) zwischen den Begriffen gesucht und begriindet werden sollen,
was bei nur vage umrissenen Begriffen nicht m8glich iet, jedenfrlls
nicht in objektiver und eindeutiger Weise. Diese Begriff€ waren

aber nicht immer schon da, sondern haben sich erst im Laufe der Zeit
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entvickelt und diese Bntwicklung und die Bntstehung neuer Begriffe
hiilt heute in progressiver Yelse an. Yas 148t sich nun guassi von
au8en an diessm ProzeB beobachten, sapirisch und historisch feat-

atellen?

Ich =Schte am Belapisl dox natliirlichen 7Zahlen zuniichat ¥larmachen,
da8 mathematische Begriffe in einem gewissen Sinn allgemeinsts

Ftgeragchaften reprisentisran, wobei dizse Bizenachafton sowchl
ssterialen O0bjakten wie auch Objekiten unseres Denkens zukcmmen
ktnnen oder nicht., AuBerdem geht 2s nicht nur uvm Bigenschaften
zingelner Cbjekte, sondern meistens um Rigsnachaften ashrerer
Objskte, dis als nsve Gesamthelt aufgsefalt wsiden, nowile um RBigen=-

schaftisn von Psziehungen zwischen Objekten. Die Allgemeinheit

dAiager Blzennchaften ist zuniichat dadurch charakterisiert, daB8

von allen anderen aunBer der gerade betrachteisn Bigenschaft abge-
schen wird {etwa von physikalischen, @h@miﬁohen, blologischen
Bigenschaften). Damit werdsn dann dleze mathematischen Begriffe

und die Uber sle aufgestellten JHtze auch s0 universell veruwendbar,
ﬂeil‘sie ilberall dort anwendbar sind, wo die entsprechende allge-
meine Bigenschaft vorliegt, ungeachiet anderer Bigenschaften.

2y handel$ es aich nicht um deliebige allgzem

schatten, sondern ainerasiis um quantitative Bisens

SRS A

Blich-geometrigche 3igens

J
(€]

Zeide Porwmen von 3Bige
tative und geometrische 3Beachreibungen unserer Brfahrenswelt
suriickgeftihrt werdsn und bilden den Ausgangspunkt fir zinen hoch-
xomplaxen Prozel, in dem sich immer neue, allgeassiners und ab-
3traktere Bigenschaftan herauagebildet haben, die heute als Be-
griffe den Gegenstand mathematischer Untersuchungen bilden. fAber

zuriick zu den natirlichen Zahlen!

SIS

Mesaen; ausgadrlickt durch Z2ahlen) und 2nderer-
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Die historische Entwicklung und linguistische Untersuchungen
zeigen, daf die Zahlen nicht immer diesen selbsténdigen Objekt-
charakter hatten, wie das der heutige Sprachgebrauch andeutet.
Wir sagen Ja: die Bins, die Zwei, d.h. wir verwenden Substantive
zur Bezeichnung der Zashlen. In manchen Sprachen auf einem friheren
Entwicklungsniveau sind jedoch Zahlwdrter reine Eigenschafts-
worter ohne substantivische Form, was bedeutet, dafl es die
einzelnen Zahlen als Begriffe (und damit die Zahlen selbst) nicht
gibt! Noch deutlicher wird dies, wehn man weif, dafl in manchen
Sprachen auch fur verschiedene Dingmengen verschiedene Zahl-
worter verwendet werden. Restbestinde dieses rein adjektivischen und
vorbegrifflichen Zahlverstiindnisses in modernen Sprachen ist die
Deklinierbarkeit (in Fall und Geschlecht) zumindest kleiner Zahl-
worter. Im Deutschen trifft dies nur auf "Eine" zu, aber etws

im Russischen werden die Zahlwdrter bis einschlieflich "“Vier”

(zumindest teilweise) dekliniert. Erst durch Ausweitung der Ver-

wendung von Zahlwdrtern auf immer mehy und verschiedene Ding-
mengen losten sich die Zshlwdrter von den Dingmengen und konsti-
tuierten sich im Sprachgebrauch als universell verwendbare Eigen-
schaftsworter fir Dingmengen. Die Zahlwdrter beschreiben dabei
die Eigenschaft einer Dingmenge, aus einer bestimmten Anzahl von
Dingenr. zu bestehen. Erst ein weiterer Entwicklungsprozef, der
sicher mit einem theoretischen Interesse an diesen Eigenschaften
"zwel"™, "drei" als Gegenstand unseres Denkene verbunden war,
fihrte zur Herausbildung der Begriffe der Zahlen 2,3 usf. Dies

widerspiegelt sich in der Sprache in der Substantivierung der

Zahlworter. Dadurch erhalten die Zahlen erst Objektcharakter.

Diese "Objektivierung" oder "Vergegenstindlichung” im sprachlichen

Gebrauch ist durchaus sinnvoll, weil dadurch die Untersuchung

der Begriffe und ihrer Beziehungen wesentlich einfacher gestaltet




wird. Wir wollen festhalten: natirliche Zahlen beschreiben je

eine sehr allgemeine E;genachaft von Dingmengen, die won allen
anderen Bigenschaften dieser Dinge absieht. Bs ist iibrigens inter-
esaant, daB die (innermathematische) Definition der natiirlichen
Zahlen in einem mengentheoretischen Aufbau genau diesen Bnt-

wicklungsprozell widerspiegelt.

Durch die Auffassung der Zahlen als Begriffe und damit als Qb-
jekte unseres Denkena, wird es nun mdglich, Bigenschaften dieser
Begriffe und Beziehungen zwischen ihnen zu definieren und zu
untersuchen. Dazu gehdren etwa: Teilbarkeit, Primzahlen, gerade
Zahlen, ungerade Zahlen usf. Wir untersuchen also in Anbetracht
dea vorhin Cesagten EBigenschaften von Eigenachaften und dieser
StufenprozeB 148t sich ad infinitum fortsetzen,und zwar in ver-
achiedener ¥Welse. So kann man etwa nun den Begriff "natirliche
Zahl® bilden, der durch das allen Zahlen 1,2,3,... Cemeinsanme

featgelegt ist. Auch rationale Zahlen kann man derart als Bigen-

achaften, ndmlich von Paaren natiirlicher Zahlen (Verhdltnis,
Bruchteile) auffassen. Es ist nicht schwierig, diesen Proze8 der

Abstraktion weiterzuverfolgen und einzusehen, wie schritt- und

stufenweise das komplexe Begriffsnetz entsteht, das nun s ver-
traut 1ist. Also no~hmals: wir haben es in der Mathematilk mit

{allgemeinen, abstrakien und pridzise festgelegten) Bigenschaften,

2igenschaften von Bigenschaften, Bigsnschafien von Bigenschaften

von Rigenschaften, ... zu tun, die wir in Pegriffe formem und

fhnen dabel oft in der sprachlichen Ausdruckswelse den Charakter

von *"Objekten® zuweisen (Die Gruppe, die Primzahl, ...).

Iat man in geniigend groBer Hohe bei dieseam Prozell angelangt, =o
iat der beschriebene Charakter der mathematischen Begriffe ala

allgemeingte Bigenschaften nur mehr aschwer unmittelbar zu er-

kennen, was vor allem durch die Objektivierung und Substantivierung

verursacht wird (welche sicher unumginglich sind, weil sonsat
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die Ausdrucksweise viel zu kompliziert wirde; auBerdem wird
vieles, woriiber man redet und denkt, automatisch sprachlich zum

Objekt).

Wir haben festgestellt, daB nachweisbar die Zahlen als Begriffe,
und zwar als Vérkﬁrperung allgemeinster quantitativer Eigen-

schaften, durch Abstraktion aus der Erfahrung gewonnen wurden,

jedenfalls stellt sich der #duBerlich-historische ProzeB der

Begriffsentwicklung derart dar. pAbstraktion bedeutet dabei Ab-
sehen von (hierzu) unwichtigen Eigenschaften. Herausschiélen des
Relevanten, Charakteristischen, Allgemeinen, allen konkreten Aus-
prigungen Gemeinsamen. Nun kann man mit Abstraktion allein nicht
das Entstehen aller mathematischer Begriffe beschreiben. Ein zu-
mindest ebenso wichtiger ProzeB ist der der Idealisierung. Dabei
konstruiert der Mensch in seinem Denken Eigenschaften, die in
seiner Erfahrung nur approximativ beobachtbar sind, die aber zur
Ordnung und Beschreibung dieser Erfahrung aufgrund ihrer Einfach-
hett viel besser geeignet sind. Der Mensch projiziert gleichsam
seine Idealvorstellungen in die Erfahrung hinein,und diese ver-
hilt sich innerhalb gewisser Grenzen auch entsprechend diesen
jdealisierten Vorstellungen. Begriffe, die so entstanden sind,

aind #uBerst zahlreich: Punkt, Gerade, Fbene, Kreis, Kurve, Fldche

(also weithin die geometrischen Grundbegriffe), aber wohl auch

Momentangeschwindigkeit und damit Ableitung. Man Uberlege sich,

wie es vorstellbar wdre, daB diese Begriffe (die ja ganz be-
stimmte vorstellungsmiBig festgelegte Eigenschaften umfassen!)
aus der Erfahrung durch Abstraktion im obigen Sinne entstanden
sein konnten! Dies ist unmoglich, weil die korrespondierenden
Eigenschaften (gerade, eben, usf.) in der (sinnlichen) Erfahrung

prinzipiell nicht realisierbar sind und daher nur in unserem
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Denken gebildet werden. Es sei noch erwdhnt, da8 in der Bntwicklung
der Mathematik diese urspringlich nur intuitiv erklirten Begriffe
durch Zurickfihrung auf andere Begriffe prizisiert wurden (Analyti-
sche Geometrie). |

¥enn wir nun das Wesentliche zusammenfassen, so 1lH8t sich folgendes
festhalten: In den mathematischen Begriffen verkdrpern sich,
vergegenstindlichen sich allgemeine (generelle, universale)

guantitative und rdumliche Eigenschaften und Beziehungen, welche
letztere wir auch als zwischen (sinnlichen und begrifflichen)

Objekten bzw. an mehreren Objekten in bestimmter Weise angelagerte
Rigenschaften auffassen kdnnen. Diese in unserem Denken festgelegten
Bigenschaften (Begriffe, begriffliche Objekte) treten in ihrer
Mehrzahl in der materialen und geistigen Brfahrungswelt jedoch

nicht unmittelbar auf und kdnnen dort auch nicht unmittelbar
vorgefunden verdeﬁ, sondern sie entstehen in Denkprozessen, die

man als Abstraktion und Idealisierung bezeichnet. Die so er-
haltenen und durch das Denken festgelegten Bigenschaften werden

dann in meist substantivierter Porm Gegenstand logisch-mathemati-
acher Untersuchungen und geben damit auch AnlaB8 zur 'Konstrudtion'

neuer Bigenschaften, die immer allgemeiner und umfassender sind.

2. Philosophische Erkldrungsversuche

#Mit den Feststellungen aus Abschnitt 1 wird nun allerdings nur

eine an der Oberfldche bleibende Phinomenologie der Genese und

Bntwicklung mathematischer Begriffe gegeben, die sich weithin
durch Analyse und historische und linguistische Untersuchungen
stltzen 148t, wenn sie vielleicht auch manches nur partiell auf-
k1ldrt (aber welche Theorie erkldrt schon alles?). Eines sollte
jedoch klar geworden sein, nidmlich, da8 der Objektcharakter
mathematischer Begriffe im wesentlichen ein sprachliches Phanomen

ist, das denkdkonomische und pragmatische Grlinde hat. Dessen
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ungeachtet bleibt als philosophisch-erkenntnistheoretisches Problem
die Frage, woher der Menach denn nun diese Bigenschaften nimmt,

wie er sie wahrnimmt und welche Art von Realitdt und Existenz

jhnen zukommt. Genau an dieser Frage - und nicht an der duBeren und
rational-empirisch untersuchbaren und aufklirbaren Phénomenologie
gcheiden sich nun die philosophischen Geister. Die meisten ange-
botenen Erklﬁrungsmodelle stehen irgendwo auf einer Linie zwischen
zwel Extremposifionen. Die Auseinandersetzung zwischen diesen ist
in der Philosophie auch als Universalienstreit iiber Jahrhunderte
hinweg bekannt. Die Gegenliberstellung 148t sich bereits mit Plato -
Aristoteles beginnen und bis hefauf in moderne Grundlagenforschungen

verfolgen. Wir wollen die beiden Extrempositionen als Platonismus -

Idealismus und als Materialismus beéeichnen und im Folgenden kurz

beschreiben, wobei einige Vereinfachungen unumginglich sind.

Im (extremen) Platonismus vertritt man die Ansicht, da8 allgemeine
Rigenschaften, also auch die mathematischen Begriffe, als Ver-
korperungen allgemeinster gquantitativer und rdumlicher Eigen-
schaften eine objektive, Qom Menschen und seiner Erkenntnis, seinem
Denken und auch von der materiellen Welt unabhingige Existenz be-
sitzen. Plato bezeichnet diese allgemeinen Eigenschaften als
*Tdeen", Diese Ideen kommen nun in den Dingen in mehr cder weniger
verzerrter Form zum Ausdruck, die Ideen wirken durch die Dinge

und geben diesen ihr Erscheinungsbild. Die Erkenntnis des Men-
schen gehe nach Plato nun so vor sich, 4a8 er in der lage ist,
diese universellen Ideen zu erkennen und 2zu entdeckén. In einem
{naiven) platonischen Verstdndnis gibe es also unabhdngig vom
menachlichen Denken und den materiellen Dingen die Idee der Zahl 73"
in einer objektiven und absoluten Existenz,und ebenso gilt dies

fiir "natiirliche Zahl", "Kreis", "Ebene™, aber auch "Euklidische

Ceometrie”, "Vektorraum", "Hilbertraum". In dieasem Sinne sind die

Begriffe kein Produkt eines menschlichen, konstruktiven Denkprozesgssges,
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sondern etwas in den Ideen objektiv und unverfnderlich Vorgegebenes,

das der Mensch in einer analogen Weise erforscht, wie er die materi-
elle Welt erforscht (in der er ja auch die Widerspiegelungen der

Ideen vorfindet).

Die Frage, wie ein solches Erkennen mdglich ist, wird damit ge-
k1ldrt, daB der Mensch in seiner Prdexistenz vor seinem irdischen
Dasein diese Ideen (Bigenschaften in reiner Form) geschaut hat,

und der LernprozeB ein Sichwiedererihnern ist. Durch eine solche

Philosophie wird die Mathematik zu ciner metaphysisch begriindeten

Yissenschaft mit einem quasi Uberirdischen Auftrag, diese absoluten
Wesenheiten der Ideen zu erforschen. Ferner ergibt sich eine Zueck-

freiheit, historische Invarianz und absolute Unabhingiskeit vwon

der Gesellschaft, in der Mathematik betrieben wird. Auf einer

solchen philosophischen Basis 138t sich roine Mathematik ohne

Anwendungen leicht rechtfertigen und gleichsam als Auftrag an

die Menschheit legitimieren. Wie steht es nun mit einer Erklidrung

fiir die Anwendbarkeit der Mathematik? Nun, auch diese ist so

moglich, denn die Ideen wirken ja in den Dingen, so daB8 die vom
Menschen erforschten und beschriebenen Ideen in direkter Beziehung
zur Erfahrung stehen, weil ja auch dort die Ideen in zZwar un-
reiner Form, aber doch erscheinen. Bs genligt also, die Ideen zu
arforaschen, ihre Anwendbarkeit ist in diesem Sinne gesichert, wenn

a8is auch nicht sofort erkannt wird.

Man kann diecz2 Position im Bezug zum Universalienstreit auch so

beschreiben, da8 die Universalien (die Ideen, die allgemeinen
Bigenschaften) eine objektive Bxistenz besitzen und die einzelnen
Dinge nur Trdger der Universalien sind und die Dinge nur durch
diese zu dem werden, was sie sind. In dieser extremen Form ist
der Platonismus reine Metaphysik und durch rationale {iberlegungen
kaum zu stitzen (allerdings auch nicht stringent widerlegbar).

Fir mich wiirden allerdings dle aufgezeigten historischen und
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~prachlichen Entwicklungen eher gegen die rein platonistiéche
'hilocophie anprechen. Gerade die Intwicklung und Veridnderung in
den Bepriffen, ihre offensichtlich in vielrn Fdllen aus einer
be-timmten Zwecksetzung heraus erfolgte Passung welsen nicht auf
cin~ a-priori gegebene, von der Erfahrung unabhiingige und absolute
g+ i~tenz hin. AuBerdem bleibt die Zuginplichkeit dieser Ideenwelt

fiir den Menschen trotz allem unklar und rational nicht aufklarbar.

hnr andere Ende der Skala nimmt, wie gesagt, die materialistische

Philosophie cin. Hier gibt es auler der Materie und ihren B8r-
scheinungsformen keinerlei Bxistenz und die von uns geformten
mathemalinchen Bepriffe gehen letztenendes auf Bigenschaften und
Reziehunsen riumlicher und zeitlicher Art der materiellen Dinge

surick. Die mathemntischen Begriffe sind hier nur ¥iderspiegelung

von allpemeinen guantitativen und raum-zeitlichen Verhdltnissen in

uncorer delt, die der Menach ans dieser Well entnimmt. Hier Zibt

en keine metaphyaische Xomponente, es stellt sich hdchstens das
prveholorische Problem der Wahrnehmung und der daran anschlieBenden
Verarbeitung in unserem Denken, wo ja diese allgemeinen Bigen-
schnften und Verhilinisse erkaunt werden. In selner trivialen und
rrin empiristischen Form 1HB8t sich der Materialismus in Anbetracht
der Entwicklung der modernen Mrthematik mit ihrer an vielen Stellen
ryidenten Unabhiingigkeit von empiristiacher Brfahrung nicht aufrecht-

prhalten und wird auch so nicht vertreten. Man baut ganz bewuli

den schon hemprochenen Prozel der Abstraktion und ldealisierung =in,
in dem Sinne, dnB der Menach schrittweine naus bereits vorliegenden
Birenachaften (Bepriffen) immer neue ableitet. Durch das Aufrechti-
erhalten der urapriinglicrhen Jurzel in der empirischen Frfahrung
kann dnbei die Aurcase aufrechterhalten bleiben, daf aveh die ao

erhal tenen Bopriffe Beschreibungen von "Quantititsverhiliniasen

und_riiumlichen Verhiltnicsen™ der materiellen Welt und ihrer Er-
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scheinungsformén darstellen. Dabei iat es aber wichtig, dal die
aathematischen RBegriffe ctwas Allgemeines widerspiegeln, allgemeine
GesetzmidBigkeiten formulieren und dieé in umso stirkerem Ausmaf@,

je abatraliter und damit fir den oberfldchlichen Beobachter ferner
den realen Erscheinungen sie sind. Hier wird sogar der Standpunkt
verireten, da8 durch die ganz allgemeinen Begriffe und Auseagen
immer tiefer in die GesetzmiBigkeiten der Materie und ihrer Er-

scheinungasformen eingedrungen wird.

In 2iner solchen Philosoprhie der Mathematik erkldrt aich das
Phiinomen der Anwendbarkeit der Mathematik =benfalls quasi von
selbst. Denn die Aussagen der Mathematik waren ja schon immer Aus-
sagen Uber Quantitdts- und Raumverhdltnisse allgemeiner und all-
zemeingter Natur und kXdnnen daher,unmitielbar auf unsere Erfahrung
angewandt, zu ihrer Deutung und Brkldrung sowie zur Prognose von
3racheinungen verwendet werden. Waren in der platonistiachen
?hilosophie-die mathematischen Begriffe Beschreibungen der Ideen
und mathematische Aussagen Aussagen liber diese Ideen, so sind hier
die Begriffe Beschreibungen von allgemeinen beobachtbaren, quanti-
tativen und ridumlichen Phidnomenen an der Materie und die Aussagen
sben Ausaagen liber diese allgemeinen Bigenachaften dieser Materie,

Die Universalien existieren hier an den Dingen als ihren Tr3gern

und haben auBerhalb von diesen Xeine metaphysische oder trans-
zendente Bxistenz., Das Allgemeine, Universale liegt in den Dingen

selbst und ist Bracheinungsform der Materie, der Mensch hat die

Fahigkeit, dieas Al}gemnine und deine GeaetzmiABigksit zu orkennen

und in seiner Spfache zu beschreiben. In der materialiatischen
Philosophie ist also 8ie Materie Tridger der in der Mathematik unter-
asuchten allgemeinsten Bigenschaften,und diese existieren nur in

der Materie. Die Mathematik untersucht allerdings genaun genommen

in aiecsem Yeorstindnis rur "didersplceeoartuncer® der (uantititsver-
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hdltnisse und r#umlichen Verh#iltnisse im menachlichen Denken. Damit
wird die nur approximative Erfassung der Realitdt durch unser
Denken erkldrt, weil eben bei einer Widerspiegelung auch Ver-

zerrungen auftreten konnen.

Interessant ist in einer solchen Philosophie noch das Verhdltnis

von Mathematik zu den Naturwissenschaften, da doch letztere eben-

falls allgemeine GesetzmidBigkeiten der Materie untersuchen. Dieses
Verhdltnis wird dadurch charakterisiert, daB die Mathematik weit

allgemeinere Bigenschaften untersucht, indem sie von jeglichen

Bigenschaften absieht, die sonst eben gerade Gegenstand der Natur-
wigsenschaften sind (wie physikalische, chemische, biologische, u.a.}
Bs werden - wie schon angemerkt - nur Quantitidtsverhdlitnisse und
rdumliche Verhdltnisse zum Gegenstand mathematischer Begriffe und
Aussagen. Dies ist gleichsam eine Standardformel der materialisti-
schen Philosophie der Mathematik. Um Aussagen der Physik zu erhalten,
miissen die physikalischen Eigenschaften mit in die Betrachtung ein-
bezogen werden, wodurch Aussagen geringeren Allgemeinheitsgrades

erhalten werden.

Nun kann zwar mit der materialistischen Sichtweise ein guter Teil

des Phinomens Mathematik erkldrt werden, aber man 5t68t doch immer
wieder auf Schwierigkeiten, wenn man Begriffe der Mathematik blos

als "Widerspiegelunéen" im materialistischen Sinne auffassen will.
Dies tritt ja auch in den Naturwissenschaften auf, wo sogenannte

theoretische Begriffe (wie Xraft, Bnergie, u.d,) eingefﬁhrt werden,

von denen nicht alle aus der Empirie iiber das Bxperiment Bedeutung
haben, sondern denen eine Bedeutung nur innerhalb einer physikali-
schen Theorie zukommt. Innerhalb der Mathematik gehdren dazu wohl

der Begriff des "Unendlichen” als aktual Unendliches und all das,

was Hilbert als "ideale Blemente”™ Dbezeichnet hat (unendlich ferne

Punkte und Geraden in der Projektiven Geometrie, der Punkt o in
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der Kompaktifizierung der komplexen Ebene u.8.). Mit anderen Worten:

in 'mserem Denken schaffen wir uns Begriffe (Eigenschaften), mit
denen wir die erfahrbaren Erscheinungen "ordnen" und so "verstehen®,
"erkldren”, womit noch nicht impliziert ist, daB diesen Begriffen

in irgendeiner Weise von unserem Denken unabhingige Cbjekte und
Brz.iehungen zwischen diesen entsprechen. Auch erhalten diese Be-
friffe erst durch unser Denken ihre Bedeutung,und auf dieser
basieren dann auch im wesentlichen die logischen Operationen mit
den Begriffen. wWir schreiben diese Eigenschaften und Verhdltnisse
den Erscheinungen gleichsam zu, weil wir keine anderen "Brkldrungen"
verfigbar haben. Fir mich sind etwa Momentangeschwindigkeit, Dichte,
Stromstirke u.d. derartige Begriffe. Auf den von dem jeweiligen
Gerenstandsbereich unabhingigen Kern reduziert, ergibi sich der
mathematische Begriff der Ableitung aus ihnen, der dann in allen
dhnlichen Situationen zu entsprechenden Begriffébildungen ange-
wendet werden kann (alé lokale Anderungsrate). Hier und bei vielen
anderen Begriffsbildungen hat es doch eher den Anschein, daB die
Begriffe ausschliefllich dem menschlichen Denken entstémmen, das

sich mit ihrer Hilfe ein "Bild" von der "¥elt™ macht. Was also bei

einer eincei*i~ mnteriaglistischen Philosophie zu kurz kommt, ist
dic krentive, phantasievolle (aber grundsdtzlich zweckgerichtete)
Denkleistung des Menschen mit seiner Fahigkeit, sich in der Sprache
ein Begriffssvetem zu schaffen, mit dem er an die erfahrbare Welt
herantritt und sie rit diesem System zu "erkldren" versucht. Nimmt
man in extremer Weise diesen Standpunkt ein, so kommt man zum

Nominalismus oder abgeschwidcht zum Konzeptualismus, in dem die

Existenz von Universalien in jeglicher Form auBierhalb des mensch-
lichen Denkens geleugnet wird. Die Universalien sind eben blof
Namen oder Begriffe, die wir in die Erfahrung hinein projizieren.

Der Mensch selbst legt die Bedeutung der Universalien fest und
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entnimmt sie nicht einer Schau von Ideen oder detr Beobachtung der
krecheinungsformen der Materie. Die Existenz der Universalien und
damit auch der mathematischen Begrifife (Eigenschaften, "Qbjekte™)
ict also keine vor aller Brfahrung gegebene und von den materieilen
Dingen unabhingige,wie im Platonismus, und auch keine durch die
Dinre selbst als deren allgemeinste Eigenschaften erzeugte, sondern
die Universalien existieren in unserem Denken,und existieren nur
insoweit, als wir sie denken. Dieses Denken ist dabei duréh Grund-
repeln, wie sie die TLogik formuliert hat, eingeschrdnkt, aber dies
anch nur deswegen, weil diese Regeln sich als zweckmdB3ig erweisen
und Widerspriiche, Paradoxien und Antinomien verhindern. Allerdings
wird, wie die Geschichte zeigt, der logische Regelapparat bel neu-
artigen Begriffsbildungen zu erweitern sein, um die Xonsistenz

unseres Denkens zu bewahren (Antinomien der Mengenlehre!).

Wenn wir den metaphysischen Platonismus ausschlieBen, so lassen

sich die Positionen des Materialismus und Konzeptualismus relativ

leicht in einer Synthese vereinen. Wir knipfen dazu an unsere ganz
zu Anfang gemachten Bemerkungen an, woO wir gesehen haben, wie

aich Kisenschaften, die wir an Dingen peobachten oder feststellen,
verselbetidndisen, objektivieren. ich wirde meinen, dafl das von uns

3

mit Begriffen erfaBte Allgemeine in unserai Denken existiert und

an den einzelnen Dingen als deren beobacnthare Bigenschatten und

o

Beziehungen auftritt. Das Allgemeine ist somit allgemein, well es
an vielen Dingen in gleicher Weise aufiriti und ao von uns Menschen
erst als Allgemeines konzeptualisiert werden kann. Mit dieser 3icht-
weise und unter Heranziehung des kreativen selbstdndigen Prozesses
der stufenweisen Abstraktion und Idealisierung als innermathemati-
sche Methode zur Begriffsbildung Kbnﬁen wir durchaus die matnemati-

gchen Begriffe in verniinftiger Weise erfassen und in ihrer KExistenz-

gualitdt cinordnen. Der von mir bevorzugte Standpunkt widre also der
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einer Synthese aus Materislismus und Konzeptualismues unter starker

Betonung der von empirischer Brfahrung unabhingigen Fihigkeit des
Menschen zur Bildung von Begriffen (d.h. zur Beschreibung von ab~
strakten, allgemeinen Eigenschaften) und zu deren Untersuchung
hinsichtlich gegenseitiger Abhingigkeit mit logischen Mitteln.

Die Anwendbarkeit der so geschaffenen Begriffsnetze beruht meines

Erachtens auf zwei Wesensziigen: Einerseits gehen viele Begriffe
tatsichlich durch Abstraktion und Idealisierung aus der Erfahrung
hervor und beinhalten somit Teile (allgemeine Muster) davon. Anderer-
seits - und das ist vielleicht das tatsdchlich Enischeidende - bemiiht

sich die Mathematik immer um grioBimdgliche Allgemcinheit, indem

sie von allen fir den jeweiligen Gegenstand unwichtigen Eigen-
schaften absieht. Es ist klar, daB derartige Allgemeinheit "Anwend-

barkeit™ impliziert, weil gleichsam mit den methematischen Theorien
alle Uberhaupt nur mdglichen quantitativen und rdumlichen Eigen-

schaften und deren logische Abhingigkeiten untersucht werden. Diese

Allgemeinheit erst ermbglicht vertragbarkeit, Transfer, die Los-

16sung vom konkreten Fall, vom konkreten Objekt und Prognose von
Erscheinungen. Damit erkldrt sich auch der "Erfolg" der modernen
Mathematik: die Allgemeinheit und Abstraktheit ihrer Aussagen macht
jhre Anwendung in so verschiedenen Gebieten wie Physik, Biologie,
Soziclogie oder Psychologie mdglich. Eine Mathemztik einzelner geo-
metrischer oder algebraischer Objekte etwa hdtte dies nie leisten
konnen. Allerdings sollte vermerkt werden, dafl eine Art "Anwendbar-
keitsbedarf" immer auch einen Druck ausiibt, so dafl geeignete Verall-
gemeinerungen aufgestellt werden. Grundsitzlich besteht aber unter
Einhaltung der schon erwdhnten logischen »Verfahrensvorschriften®”
{wie vor allem Widerspruchsfreiheit) keine Grenze bei der Konstruktion
immer neuer Eigenschaften und Begriffe. iber den Sinn und Zweck
solcher Konstruktionen und deren Untersuchung 146t sich dann aller-

dings wieder diskutieren.
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